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1 Условие

• Построить явную разностную схему

• Аппроксимировать граничные условия со вторым порядком

• Провести исследование порядка точности и устойчивости построенной разностной схемы

• Выполнить программную реализацию построенной схемы:

– N = 50, 100, 200

– Шаг h определить из условий устойчивости
– T = [0, 1]

– Построить графики
– Проверить точность решения
– Вывести время работы программы

2 Вариант №5

∂u

∂t
− 25

∂2u

∂x2
= f(t, x) (1)

f(t, x) = π(−12π(t− 2)2 sin(π(t− 2)x)− x cos(π(t− 2)x)) (2){
u(t, 0) = 0

u(0, x) = sin(2πx)
(3)

∂u(t, 1)

∂x
= −π(t− 2) cos(π(t− 2)) (4)

Точное решение:

u(t, x) = − sin(π(t− 2)x) (5)

3 Решение

3.1 Явная разностная схема для (1):

uk+1
i − uki
τ

− 25
uki−1 − 2uki + uki+1

h2
= f(t, x) (6)

3.2 Аппроксимация граничного условия (4):

3.2.1 с порядком точности O(h):

u(t, 1)− u(t, 1− h)
h

= −π(t− 2) cos(π(t− 2)) (7)

3.2.2 с порядком точности O(h2):

ψ = lhs(4)− lhs(7)

ψ =
∂u(t, 1)

∂x
− u(t, 1)− u(t, 1− h)

h
=
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(
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2
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∂x2
−O(h3)

)
=
h

2

∂2u(t, 1)

∂x2
+O(h2)

(8)
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3.3 Порядок точности и устойчивость:

3.3.1 порядок точности (6):

ψ = lhs(1)− lhs(6)

ψ =
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4!

∂4uki
∂x4

+O(h5)

)
− 2uki+

+

(
uki + h

∂uki
∂x

+
h2

2

∂2uki
∂x2

+
h4

4!

∂4uki
∂x4

+O(h5)

)
=

=
τ

2

∂2uki
∂t2

+ 50
h2

4!

∂4uki
∂x4

+O(τ2 + h3)

(9)

порядок точности (7): ψ ∼ O(h)
порядок точности (8): ψ ∼ O(h2)
Итого порядок точности (6) c (8): O(τ + h2)

3.3.2 устойчивость (6) методом гармоник:

∂u

∂t
− 25

∂2u

∂x2
= 0 (10)

uk+1
i − uki
τ

− 25
uki−1 − 2uki + uki+1

h2
= 0 (11)

uki ∼ qkeiφih (12)

подставляя (12) в (11):

qk+1eiφih − qkeiφih

τ
− 25

qke(i−1)φih − 2qkeiφih + qke(i+1)φih

h2
=
[
/qkeiφih

]
=

=
q − 1

τ
+

25

h2
(e−iφh − 2 + eiφh) = 0

(13)

|q| =
∣∣∣∣1− 25τ

h2
(e−iφh − 2 + eiφh)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣1− 25τ

h2
(2 cosφh− 2)

∣∣∣∣ < 1 (14)

раскрывая модуль в (14):

− 1

25
<

τ

h2
(cosφh− 1) < 0 (15)

Итого (6) устойчива при:
τ

h2
> − 1

25
(16)
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